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Lezione 14: Serie
Esercizi svolti
1. Dimostrare che la serie
∞∑
n=1
n(n− 1)
(n + 1)(n + 2)(n + 3)
e` divergente
2. Dimostrare che la serie
∞∑
n=1
n + sinn
1 + n3
e` convergente
3. Dimostrare che la serie
∞∑
n=1
√
n + 1−√n
na
converge per a >
1
2
4. Dimostrare che la serie
∞∑
n=1
(
n
3
)
n!
converge
5. Studiare la serie
∞∑
n=1
1
5n
(
n + 1
n
)n2
6. Dimostrare che
∞∑
n=1
1
(n + 1)(n + 3)
=
5
12
Soluzione
1. Posto xn =
n(n− 1)
(n + 1)(n + 2)(n + 3)
, yn =
1
n
, basta osservare che:
lim
n→∞
xn
yn
= 1
2. La serie assegnata e` a termini positivi in quanto n + sinn > 0 per ogni n ∈ N. Poi, osservato che
sussiste l’ovvia maggiorazione n + sinn ≤ n + 1 la tesi scende dal teorema del confronto osservato
che la serie maggiorante
∞∑
n=1
n + 1
n3 + 1
=
∞∑
n=1
1
n2 − n + 1
converge.
3. Ricordato, mediante il prodotto notevole a2−b2 = (a−b)(a+b), che √n + 1−√n = 1√
n + 1 +
√
n
sin tratta di capire per quali valori del parametro reale a converga la serie:
∞∑
n=1
1
na
(√
n + 1 +
√
n
)
1
Scriviamo il binomio
√
n + 1 +
√
n come:
√
n + 1 +
√
n =
√
n
(
1 +
√
n + 1
n
)
= bn
√
n
essendo
bn = 1 +
√
n + 1
n
una successione limitata tale che 1 ≤ bn ≤ 2. Ne viene che il termine generale della serie che stiamo
studiando si scrive come:
1
na+
1
2 bn
Ai fini del comportamento asintotico la successione bn e` ininfluente, in quanto limitata e positiva,
quindi la serie si comporta come la serie armonica generalizzata di ordine a+ 1/2 e, dunque, si avra`
convergenza per i valori di a per cui:
a +
1
2
> 1
4. Conviene usare il criterio del rapporto, dopo aver osservato che il termine generale della serie, si
riduce a:
an =
(
n
3
)
n!
=
n!
3!(n− 3)!
n!
=
1
6(n− 3)! .
Pertanto
an+1
an
=
(n− 3)!
(n− 2)! =
1
n− 2
e allora essendo
lim
n→∞
an+1
an
= lim
n→∞
1
n− 2 = 0
abbiamo mostrato che la serie assegnata converge.
5. Usiamo il criterio della radice. Abbiamo
n
√
an =
n
√
1
5n
(
n + 1
n
)n2
=
1
5
(
n + 1
n
)n
ma
lim
n→∞
(
n + 1
n
)n
= lim
n→∞
(
1 +
1
n
)n
= e
quindi
lim
n→∞
n
√
an =
e
5
< 1
quindi la serie assegnata converge.
6. Occorre una formula simile a quella trovata studiando la serie di Mengoli. Dico che:
n∑
k=1
1
(k + 1)(k + 3)
=
5n2 + 13n
12 (n2 + 5n + 6)
Lasciando al lettore la prova induttiva, la conclusione diventa a questo punto elementare.
Esercizi proposti
1. Dimostrare che la serie
∞∑
n=1
(
1 +
1
n
)n2 cos2 n + cosn + 7
3n+2
e` convergente
2. Dimostrare che la serie
∞∑
n=1
(√
n2 + 1−
√
n2 − 1
)
diverge positivamente
3. Studiare la convergenza delle seguenti serie a termini positivi:
2
(a)
∞∑
n=1
n + 2n
n!
(b)
∞∑
n=1
n(n− 1)
(n + 1)(n + 2)(n + 3)
(c)
∞∑
n=1
(
1 +
1
n
)n2 sin2 n + sinn + 7
3n+2
(d)
∞∑
n=1
√
1− cos 1
n
xn
(e)
∞∑
n=1
n ln
(
1 +
1
n
)
sin
1
n
(
1− cos 1
n
)
(f)
∞∑
n=1
(2n)!!
(2n + 1)!
4. Dimostrare che
∞∑
n=1
1
(n + 1)(n + 4)
=
13
36
sfruttando la formula, che va dimostrata per induzione:
n∑
k=1
1
(k + 1)(k + 4)
=
13n3 + 81n2 + 122n
36 (n3 + 9n2 + 26n + 24)
3
